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RESUMO
Este trabalho apresenta um mecanismo de busca local para algoritmos genéticos que

melhoram a velocidade de convergéncia do algoritmo quando aplicado a problemas com duas res-
tricdes ndo lineares de igualdade. O operador de busca local proposto, denominado Multisse¢do,
utiliza aproximacdes quadréticas para todas as func¢des do problema e emprega um método baseado
no algoritmo da bissec¢do para encontrar a solu¢cdo do problema. O operador é um método livre de
derivada e ndo necessita de nenhuma avaliac@o extra de fungdo além das avaliacdes que estdo dis-
poniveis a cada geracdo do algoritmo. Os algoritmos foram aplicados a um conjunto de problemas
teste e os resultados obtidos mostram que o algoritmo genético hibrido melhora a velocidade de
convergéncia quando comparado ao algoritmo tradicional.

PALAVRAS CHAVE. Otimizaciao nao-linear, Restri¢coes de igualdade, Operadores de busca
local

Area Principal: Otimizacio Mono-Objetivo

ABSTRACT
This paper introduces a local search tool for genetic algorithms that improve the conver-

gency speed of the algorithm when applied to problems with two non linear equality constraints.
The local search operator, named Multissecdo, uses quadratic approximations for all problem’s
functions and uses a bisection-based method to find the problem solution. This derivative free
operator doesn’t need any extra evaluations of functions besides the ones avaiable at each genetic
algorithms generation. The algorithms were applied to a set of test problems and the results obtai-
ned show that the hibrid algorithm increases the convergency speed in comparison to the traditional
algorithm.
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1. Introducio

A solugdo de problemas de otimizagado é de suma importancia para as mais diversas areas
tais como engenharia de produgdo, economia, biologia, dentre outras. Muitos processos realizados
atualmente podem ser otimizados de forma a diminuir custos ou economizar matéria-prima, forne-
cendo assim um beneficio, seja financeiro ou de racionamento, para atingir determinadas metas.

Problemas ndo lineares com restri¢des de igualdade constituem um desafio dentro da drea
de otimizacdo, uma vez que a regido factivel € bastante restrita, fazendo-se necessario que haja
métodos especificos para a solu¢do desses problemas. O método mais comum para tratamento
de restri¢des utilizado o método de penalidade (RICHARDSON et. al, 1989), que consiste em
atribuir uma penalidade a pontos que estejam fora da regifo factivel do problema. As restri¢des s@o
agregadas a fungfo objetivo via um pardmetro de penalidade associado a violacdo das restrigcdes.
Apesar de simples, esta metodologia apresenta algumas dificuldades. Se o pardmetro € grande,
uma maior énfase € dada a factibilidade fazendo com que o método convirja prematuramente para
um ponto factivel. Por outro lado, se o pardmetro for pequeno, o0 método ird passar muito tempo
explorando a regido infactivel e a solugdo final apresentard uma violacao alta das restri¢des.

Devido aos problemas apresentados inerentes aos métodos de penalidade, alguns esforgos
tém sido feitos na tentativa de lidar com os problemas com restri¢des (COELLO, 2002). Entretanto,
todos a maior parte dos métodos tratam apenas de restricdes de desigualdade.

As restri¢cdes de igualdade constituem um problema para métodos de otimiza¢do, uma
vez que esse tipo de restricdo define um conjunto factivel de dimensdo menor que o espago das
varidveis do problema. Usualmente, as restricdoes de igualdade sdo, primeiramente, transformada
em restricdes de desigualdade através de uma relaxacdo e, depois, o problema com restricdes de
desigualdade € resolvido.

O trabalho proposto por Wanner (2005) propde um operador de busca local para Algorit-
mos Genéticos aplicados a problemas nao lineares com uma restri¢do de igualdade. Este operador
usa as avaliagdes de funcdo, objetivo e de restri¢do, disponiveis a cada gera¢do do Algoritmo Gené-
tico para construir um problema quadratico associado. Este problema é, entdo, resolvido usando as
condicdes de Karush-Kuhn-Tucker e um método de bisse¢do. A solug@o do problema associado é
inserida, deterministicamente, na populacdo do Algoritmo Genético. Os resultados mostraram que
a metodologia proposta apresenta uma velocidade de convergéncia superior a do algoritmo padrao.

Apesar dos resultados do trabalho apresentado por Wanner (2005) serem promissores, a
metodologia sé poderia ser aplicada a problemas com uma unica restricdo de igualdade. Numa
tentativa de resolver problemas com vadrias restri¢gdes de igualdade, Peconick (2007) propds uma
metodologia que construia aproximagdes quadraticas para as restricdes lineares. Usando um al-
goritmo de projecdes iterativo, as projecdes das restricdes de igualdade de alguns pontos sobre a
superficie restrita aproximada. Os pontos obtidos, que atendiam as restri¢des de igualdade, eram
inseridos na populagdo do Algoritmo Genético. Entretanto, os autores identificaram alguns casos
nos quais a metodologia ndo podia ser aplicada. Os resultados, nos casos aplicdveis, mostraram
uma velocidade de convergéncia superior quando comparado ao algoritmo tradicional.

Este trabalho tem como objetivo estender a metodologia proposta em Wanner (2005) para
a solucdo de problemas com duas restri¢des de igualdade. Um operador de busca local, baseado em
aproximacdes quadraticas e em uma adaptagdo ao método de bissecdo, serd proposto. Este operador
serd inserido no ciclo evolutivo do Algoritmo Genético tradicional e, usando as avalia¢des dispo-
niveis pelo algoritmo para as funcdes objetivo e de restri¢do, ird construir um problema quadrético
associado. Este problema associado serd resolvido usando as equa¢des de Karush-Kuhn-Tucker e
uma metodologia baseada no método de bissec¢ao.

O operador de busca local foi acoplado a um Algoritmo Genético e aplicado em alguns
problemas analiticos. Os resultados, comparados com o Algoritmo Genético padrdo, mostram que
a metodologia proposta pode ser eficientemente aplicada aos problemas ndo lineares com duas
restrigdes nao lineares de igualdade.



2. Aproximacodes Quadraticas
Considere o problema de otimizagao com duas restri¢des de igualdade descrito por (1))

¥ = argmin f(x) (1)

T

s.a. gi(r)=0,1=1,2

sendo z € R", f(-) : R — R afungdo objetivo e g;(-) : R — R as restri¢des de igualdade.
Suponha que as fungdes possam ser aproximadas localmente por funcdes quadraticas da
seguinte forma:

fx) = (x — )" H(z — xy) (2)

gi(x) = (x — 2g) " Glx —xg,) — 1 3)

sendo z ¢ o ponto 6timo da fung¢do aproximada e x4, 7 = 1,2 o centro de cada restri¢do de igual-
dade.

A construcdo das aproximagdes quadriticas para as funcdes envolvidas no problema é
um método livre de derivadas e essa construcao pode ser feita localmente de forma quadrética. No
inicio do processo de busca, essas aproximagdes tendem a ndo ser precisas, porém, a medida que o
processo vai convergindo, as aproximagdes locais tendem a ser mais acuradas e o ponto de solug¢do
do problema quadratico associado tende a coincidir com o problema real. As avaliagdes de fungdes,
fornecidas pelo Algoritmo Genético (AG), serdo usadas para calcular as aproximagdes quadréticas,
ndo sendo necessdrio, assim, avaliar as derivadas das fungdes. A vantagem de se usar um método
livre de derivadas consiste no fato de que algumas func¢des podem ser desconhecidas ou até mesmo
nao diferencidveis, além de ndo ser necessdria a avalia¢do extra de funcio para calcular o gradiente.

O método apresentado em Wanner (2005) consiste em encontrar uma aproximagio qua-
drética da forma

h(z)=2zTHz 4112 +4 4)

utilizando pontos zj, 29,..., 2x fornecidos pela prépria populacdo utilizada no AG. Seja H uma
matriz simétrica, r um vetor e «y um escalar, € possivel encontrar

Observe que o problema da constru¢do da aproximagdo quadrética transforma-se em um
problema de encontrar H, r e 7y com erro de aproximacao dado por

E(i)=2IHz +11 2+~ —h(z),i=1,2,..,N (6)

A solucdo desse problema se da através da solucio do sistema linear de NV equagdes nas
varidveis H, r e y. O ndmero total de varidveis do problema é dado por %’ em que n
representa a dimensao do problema.

Se N > w, o sistema é sobre-determinado e pode-se encontrar uma solugdo de

norma minima da forma

min | 2] )
Hryy
Se a norma euclidiana € usada, entdo h(z) é a aproximacdo obtida através dos métodos
dos quadrados minimos, mas a convexidade da funcio ndo € garantida. Sendo assim, pode-se obter
h(z) através de



min | t: /ZEZ?gt,H>O (8)

garantindo assim que a matriz H € positiva definida sendo a fungao, portanto, convexa. A equagio
pode ser resolvida usando o SeDuMi (STURM, 1999).
Como demonstrado em Wanner (2005), € possivel encontrar uma expressdo para essa
aproximacdo no formato
hz) = (z—z) H(z — 2z3) — ¢ ©)
sendo z;, o minimo de he ¢ = 0.25rTH1r + ~.

Para a utilizacdo desse método de aproximagdo, portanto, é necessério ter pelo menos
(n+1)(n+2)

3 pontos disponiveis.

Como o objetivo € uma aproximacdo local, o melhor individuo de um AG € selecionado
e uma vizinhanga deste individuo € escolhida. Os pontos no interior da vizinhanca sdo utilizados
para a aproximacao quadratica. Caso nédo haja pontos suficientes, a aproximagdo quadratica ndo é
construida. O tamanho da vizinhanca € um parametro externo que pode ser escolhido pelo otimiza-
dor. No caso deste trabalho foi utilizada uma vizinhanga gerada em torno o melhor ponto em um
raior = 0.1.

3. Multissecao
O operador de busca local, nomeado Multisse¢@o, resolve problemas com duas restri-

coes de igualdade, podendo ser considerado, na verdade, uma extensao do método apresentado em
Wanner (2005), utilizando uma ideia de bisse¢io para mais dimensoes.

A partir de um problema de minimizac¢do com restri¢des de igualdade, escrito de maneira
geral na seguinte forma

min  f(z) (10)
s.a. hj(z)=0,7=1,2
suponha que as funcdes sejam quadraticas. Assim, depois de uma mudanga de coordenadas apro-

priada, o problema se torna

z* = argmin (z — z7)7 (2 — z) (11)

xT

s.a. { (2= 20)"Q1(z — 2z1) —c1 =0
(2 — 2g2)TQa(2 — 242) —c2 =10

Observe que

V() =20 2) (1)
Vhi(z) =2Q1(z — z4,) (13)
Vha(z) = 2Q2(z — 2g,) (14)

Desta forma, a condi¢cdo de Karash-Kuhn-Tucker, assumindo-se que as constraint quali-
fications sdo satisfeitas, pode ser obtida da seguinte forma:
Vf(l‘) + M Vhi +XVhy =0

2(z — z5) + 2M1Q1(2 — 24,) +2X0Q2(2 — 24,) =0

(I + M@ + )\QQQ)Z =zf+ )\1Q1Zg1 + )\2@22’92 (15)



Observe que a equacio (]E[) parametriza uma regido delimitada por uma curva que une 2y
a 24, € uma curva que une zs a z,4,. Pode-se notar que quando um dos A; = 0, a equac@o representa
o caminho de zy a 24, (0 centro da outra restri¢do). Se A\; = 0, Vi, temos z = z (centro da fungédo
irrestrita) e para outros valores de A obtém-se a regido delimitadas pelos caminhos. A Figura [I]
mostra essa regido parametrizada pela equacdo (I5) em um problema bidimensional.

Figura 1: Area delimitada pelos caminhos parametrizados entre o minimo irrestrito € os minimos das apro-
ximagoes quadraticas

Essa drea pode ser dividida em quatro regides {S__,S_1,5._,51+}. Asregides corres-
pondem ao valor dos pontos internos a elas quando avaliados nas restricdes e se definem da seguinte
maneira:

e S__:regido que apresenta pontos z, tais que gi(z) < 0 e ga(x

) ) <0
e S, _:regido que apresenta pontos z, tais que g1(x) > 0 e go(x) < 0.
e S_:regido que apresenta pontos z, tais que g1 () < 0e g1(z) >0

) ) >0

( (
( (
( (
e S__:regido que apresenta pontos z, tais que g1 (x) > 0 e gi(x

A Figura[2] mostra as quatro regides denominadas {S__,S_ 1,5, _,S 4 }.

Figura 2: Divisdo das regides da drea gerada pelos caminhos parametrizados

No caso de problemas com uma unica restricdo de igualdade, a ideia do mecanismo de
bissecdo € muito simples. Sobre algum intervalo, uma fung@o atinge o zero se o sinal da funcio



muda. Caminhando sobre o caminho parametrizado que une zy a z4, temos duas regides distintas:
St = {zlg(x) >0} e S_ = {z]g(2) < 0}. O ponto procurado z* é aquele que estd sobre a
restri¢do e portanto g(z*) = 0. Portanto, dado um intervalo sobre esse caminho, é possivel garantir
a existéncia de tal ponto. Usando o algoritmo de bissecdo, divide-se o intervalo até obter z* com
uma dada precisao e.

A mesma ideia pode ser usada no caso com duas restri¢cdes de igualdade. Pode-se dividir
o retangulo que contém as quatro regides, {S__,5_4,5+_,5+1}, com o objetivo de se obter um
retdngulo menor que ainda contenha z* (vide [Figura 3).

Seguindo a ideia baseada na bissec¢do onde dividimos o valor de )\ iterativamente de modo
que sempre terminamos com um A que retorne h(x) positivo e outro que retorne h(x) negativo,
a ideia aqui proposta é sempre caminhar nas regides S__ e S;. Devemos, portanto, sempre
selecionar uma dessas regides e subdividi-la em quatro regides de maneira iterativa, como mostrado
na Figura[3] para o caso de duas restrigdes.

Figura 3: Iteragcdes do Multissecdo
Iteragao 1 Iteragao 2

Iteracao 3 Iteracdo 4

. [
[

O algoritmo estima em qual quadrante pode estar a regido S__ com base na informagao
de cada restricdo. D,essa maneira a regido € dividida iterativamente com o objetivo de se obter uma
drea menor que ainda contenha o ponto de intersecdo. Os passos deste método s@o os apresentados
no Algoritmo[I] onde através das equacdes das restri¢des e do minimo irrestrito da fung@o objetivo,
obtém-se o ponto de intersecdo das duas restrigdes que estd mais préximo do centro da funcdo
objetivo.

O método recebe como pardmetro de entrada uma constante e utilizada como critério de
parada. O método executa as suas iteragdes enquanto |z, — xp| > €, ou seja enquanto o ponto
encontrado nio for menor do que esse critério de tolerancia.

4. Algoritmo Genético

O Algoritmo Genético utilizado nesse trabalho foi apresentado em Takahashi et al. (2003)
e Ramos et al. (2003) e ¢ denominado Real-Biased Genetic Algorithm (RBGA). Este algoritmo pos-
sui codificacdo real e um operador de cruzamento polarizado com tendéncia para o melhor dos pais.
A sele¢do utilizada foi feita por Roleta e o melhor individuo da populacdo é deterministicamente
inserido na préxima populagdo.

O operador de cruzamento tendencioso funciona da seguinte maneira: para cada par de
individuos selecionados com probabilidade p., um dos filhos, x4, € obtido da seguinte maneira:

g = ary + (1 — o)z (16)

sendo x; o pai com a melhor aptiddo, z2 o outro pai e o um valor no intervalo —¢,1 + &, com &
sendo um fator de extrapolacdo dentro do intervalo [0, 1]. O valor « é escolhido de acordo com a
distribuicdo probabilistica definida por

o= (1+28)5152 a7



Algoritmo 1: Método da Multissecdo
Input: f(-), la, lp, €
Output: z,
while ndo Criterio de Parada do
Zq < T(lig, V1)
Ty < m(lib,Vi)
9a < 9(Ta)
9y < g(xp)
for i < 1tomdo
M < g
Lig ¢ betlivy
xp < (L)
gk + f(xk)
for ¢ < 1tomdo
if M * g;;. > 0 then
Lip < Lig
Ty < Tk
else

lia < lik
Lo < Tk
end

end

end

end

sendo (31 e B2 varidveis aleatdrias com distribui¢iio probabilistica uniforme dentro do dominio
[—1,1]. Dessa maneira, o possui uma distribui¢do quadrética que faz com que o filho tenha uma
maior probabilidade de estar mais préximo de x; (o melhor pai) do que de x5 (o pior pai).

O outro filho escolhido de maneira ndo tendenciosa: « é escolhido no intervalo [—&, 1+¢]
com probabilidade uniforme.

Para o tratamento de restricdes foi utilizado o método de penalidade e o critério de parada
utilizado foi um nimero maximo de iteragdes.

4.1. Algoritmo Genético Hibridizado

O AG Hibrido implementado neste trabalho tem caracteristicas similares ao AG apresen-
tado na[Se¢do 4] mas ele apresenta um operador de busca local elitista. Este operador substitui o pior
individuo da populag@o pelo individuo encontrado durante a busca local. O apresenta o
pseudo-cédigo do AG acoplado ao operador de busca local.

Para hibridizar o AG com o operador de busca local, algumas defini¢des foram estabele-
cidas:

e O operador de busca local executado sobre a populacdo corrente do AG a cada cinco geragdes.

e Apés gerar uma vizinhanga ao redor do melhor ponto da populacdo corrente do AG, os in-
dividuos dentro desta vizinhanga serdo usados para gerar as aproximacgdes quadraticas das
fungdes do problema.

e Uma vez que as aproximacdes sdo geradas, o Multissecdo € aplicado sobre elas a fim de
encontrar o ponto de intersecio entre as restricdes. Caso a vizinhanca ndo possua o nimero
de individuos necessdrios para a constru¢do das aproximagdes, o0 AG prossegue normalmente.



Algoritmo 2: Algoritmo Genético Hibridizado

Input: fungdo f(-), taxa de cruzamento ¢, taxa de mutagéo t,,, tamanho da
populacgdo n
Output: ponto 6timo z*
po « Populagdolnicial()
while ndo CriteriodeParada do
pop <— Selegao()
pop <+ Cruzamento(t.)
pop < Mutagao(t,)
pop(n) < BuscaLocal()
end
x* < pop(1)

e Finalmente, o ponto obtido com o operador de busca local serd deterministicamente inserido
na populacio do AG.

5. Resultados

O AG padrao e o AG hibrido foram testados usando um conjunto de problemas analiticos
que foram escolhidos com caracteristicas distintas e graus de dificuldade diversos. Os problemas
estdo listados a seguir:

Problema 1:

¢* = argmin 22 + 23 (18)
x

(11 —2)2+ (22 —8)2—4=0
5.a. (1 —5)%+ (22 —5)2-9=0
—10 <2, <10,i=1,2

Problema 2:
z* = argmin (2% + x3)cos(x) (19)
x

(11 —2)2+ (22 —8)2—4=0
s.a. (r1 —5)2+ (22 —5)2-9=0
~10< 2; <10,i = 1,2

Problema 3:
z* = argmin 22 4 23 + z129 — 142, — 1623 + (23 — 10)? + 4(25 — 5)? (20)
xX

+ (x5 — 3)% + 2(z6 — 1)> + 522 4 T(xg — 11)?
+ 2(zg — 10)% 4 (z10 — 7)% + 45
3(ry —2)2 + 4(xg — 3)% + 223 — Twy — 120 =0
5.Q. 533% + 89 + (23 — 6)%2 — 24 — 40 =0
~10< 2, <10,i=1,...,10

O AG utilizado possui os seguintes parametros, escolhidos empiricamente:
e tamanho da populacdo: 100

e taxa de cruzamento: 0.6



e taxa de polarizagdo: 0.3

e taxa de mutacdo: 0.02

e raio de mutacdo: 0.05

o fator de dispersdo: 1.8

o fator de extrapolagdo: 0.2

e penalidade das restrigdes: 100

e numero maximo de geragdes: 100

Nos testes realizados neste trabalho, o unico critério de parada utilizado foi o nimero
maximo de geragdes. Tanto o Algoritmo Genético puro quanto o método hibrido foram executados
30 vezes sobre a mesma populagdo inicial. Ao final das 30 execugdes,a curva de convergéncia
média foi obtida. Essa curva corresponde a média dos melhores individuos dos algoritmos ao longo
das 100 geragdes e fornece uma forma simples de se verificar se houve uma melhora na velocidade
de convergéncia do algoritmo proposto quando comparado ao original.

As Figuras [ [5] e [fl mostram a curva de convergéncia média para o Problema 1, 2 e 3,
respectivamente. Nos graficos, o eixo x representa as geracdes enquanto que o €iXo y representa o
valor do melhor individuo da gerag@o correspondente.

Figura 4: Curva de Convergéncia Média para o Problema 1
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fungéo objetive

geragbes

Pode-se notar, na que na geragdo 10 o algoritmo hibrido ja encontra a solugio
final do problema. Isso acontece devido as caracteristicas quadréticas do problema. Ainda é possi-
vel notar que a insercdo do operador de busca local trouxe um impacto positivo ao AG, chegando
ao resultado 6timo, cerca de 25 geracdes mais cedo.

Nal[Figura 5|percebe-se a agdo do Multissegdo nas geracdes 5, 10, 15 e 20, quando o ponto
final € encontrado. A curva média mostra ainda que a convergéncia do algoritmo hibrido acontece
bem mais rapidamente que a do AG puro.

A mostra que o método hibrido converge mais rapidamente que o AG puro a
partir da geracdo 50, fazendo com que ele chegue ao ponto final mais rapidamente.

Pelos resultados apresentados, pode-se notar que o algoritmo hibrido sempre tem uma
curva de convergéncia média pelo menos tdo boa quanto a do AG puro. Todos os resultados apre-
sentados nesta secao e as discussdes sobre 0s mesmos baseiam-se apenas na curva de convergéncia
média dos dois métodos.



Figura 5: Curva de Convergéncia Média para o Problema 2
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Figura 6: Curva de Convergéncia Média para o Problema 3
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Como todo método de busca local, o tempo computacional gasto no método hibrido € su-
perior ao tempo gasto no método puro. Neste caso, o cdlculo das aproximacdes quadriticas impde
um custo computacional ao algoritmo. Entretanto, como mostrado em Wanner (2006), esse custo é
desprezivel quando a metodologia € aplicada a problemas cuja avaliacdo de func¢des é computacio-
nalmente caro.

6. Conclusoes

O presente trabalho apresentou uma metodologia de busca local para tratamento de pro-
blemas com duas restri¢des de igualdade. A metodologia utiliza aproximacdes quadraticas para as
funcdes do problema de otimizagdo. Esta metodologia obtém a solu¢do do problema restrito via
uma mecanismo baseado no método de bissecao e nas equagdes de Karush-Kuhn-Tucker.

O operador de busca local, denominado Multisse¢ado, foi acoplado a um algoritmo gené-
tico com codificacdo real. Este algoritmo hibrido apresentou um bom desempenho quando aplicado
a problemas com duas restricdes ndo lineares de igualdade.

Uma vez que o operador, um método livre de derivadas que ndo exige nenhuma avaliacio
extra de funcdo objetivo, pode ser acoplado a qualquer algoritmo evolutivo no tratamento de duas
restrigdes de igualdade.



Para uma maior aplicabilidade do operador, a metodologia precisa ser ainda estendida
para tratar problemas com qualquer nimero de restri¢des ndo lineares de igualdade.
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