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RESUMO

Seja G = (N, E) um grafo completo direcionado, onde N é o conjunto de nés e E é o
conjunto de arcos. Além disto, W;; € R € a demanda de fluxo doné ¢ € N paraond j € NN, ¢;;
é o custo de trafegar cada unidade de fluxo em um arco (4, j) € E e p um ndmero inteiro positivo.
O problema de localizagdo de concentradores em arvore (THLP, do inglés Tree of Hubs Location
Problem) consiste em selecionar um subconjunto P C N com p nés, denominados concentradores
(do inglés Hubs), e conectd-los na forma de uma drvore. Em seguida, cada um dos nés em N \ P é
alocado a um Unico né em P de modo que exista um Unico caminho entre cada par de nds ¢, 7 em
G e cujo custo total de rotear as demandas W;; € minimizado. O custo de trafegar uma unidade de
fluxo entre nds concentradores sofrem um fator de desconto o que € dado por ¢;; X . O estado
da arte de algoritmos para este problema € capaz de resolver instancias de até 100 nés usando um
algoritmo baseado em decomposicdo de Benders, em um elevado tempo computacional. Isto se
deve especialmente ao fato de que O(|N|?) subproblemas devem ser resolvidos a cada iteracdo do
algoritmo, utilizando um algoritmo de programacao linear. Neste trabalho, propomos um algoritmo
ad-hoc que resolve cada subproblema em O(|N|?). Desta forma, acelara-se o tempo de execugdo
do algoritmo de decomposi¢do de Benders para o THLP. Resultados preliminares indicam que o
tempo de resolucao dos subproblemas pode ser acelerado em até 28%.

PALAVRAS CHAVE. Localizacio de Concentradores em Arvore, Localizaciio de Concentra-
dores, Decomposicao de Benders

Area Principal: Otimizacido Combinatdria, Logistica e Transporte.

ABSTRACT

Given a directed complete graph G = (N, E), where N is the set of nodes and E is the
set of arcs. Let W;; € R be the flow demand of node 7 € N to node j € N, ¢;; be the cost of
routing every flow unit in an arc (i, j) € F and p be a positive integer. The Tree of Hubs Location
Problem consists in selecting a set of P C N with p nodes, called of Hubs, and connect them
by means of a tree. In addition, each node N\ P is set to a single node belonging to P in such a
way that there is a single path among any pair of nodes 4, j € G and the total cost to route all the
demands W;; is minimized. The routing cost for every flow unit passing though Hubs receives a
discount « given by c;; x « . The state-of-the-art of algorithms for this problem is able to solve
instances with up to 100 nodes in a high computational time, using a Benders decomposition. This
is due to the fact that O(|N|?) subproblems have to be solved at each iteration. In this study, an



ad-hoc algorithm to solve O(|N|?) subproblems is proposed. Thus, the computational time of the
Benders decomposition algorithm for THLP is speed up. Preliminary results indicate that about
28% of running time is saved.

KEYWORDS. Tree of Hubs Location, Hub Location, Benders decomposition

Main Area: Combinatorial Optimization, Logistics and Transport.

1. Introducao

A classe de problemas de localizagdo de concentradores € estudado desde 1986, Alumur
e Kara (2008), Campbell e O’Kelly (2012), Hekmatfar e Pishvaee (2009), e consiste em minimizar
o custo de rotear demandas entre diversas localidades, comumente chamadas de concentradores.
Esses nos se distinguem dos nds clientes por terem uma infraestutura para tratar as demandas.
Diferentes problemas de localizacdo de concentradores s@o encontrados na literatura e o nivel de
dificuldade de resolugdo depende, entre outros, da maneira como esses concentradores estao conec-
tados, se existem custos associados aos nds, se o roteamento das demandas deve circular por algum
concentrador ou ndo e se um cliente se conecta a um ou mais concentradores (resp. alocag@o simples
ou multipla). Muitos desses problemas pertencem a classe de problemas NP-dificeis e encontram
aplicacdes em redes de telecomunicagdes, logistica, transporte e instalagdo de infraestruturas tais
como trens de alta velocidade e aeroportos.

Neste trabalho, o problema de localiza¢do de concentradores em uma estrutura global de
arvore geradora ¢ investigado. Considera-se um grafo G = (N, E'), onde N € o conjunto de nds
e E o conjunto de arestas. Uma édrvore 7 = (N’, E’) de G é um grafo conexo e sem ciclos, onde
N' C NeFE' C E, Cormen et al. 2001). Se N’ = N, a arvore é chamada de drvore geradora.
No problema de localizacdo de concentradores (THLP, do inglés Tree of Hub Location Problem),
demandas W;; € R sdo associadas a cada par de nds ¢,j € N e custos ¢;; € Ry s@o associados
a cada aresta (i,7) € E. Além disto, seja 3 < p < |N| — 1 a quantidade de concentradores a
serem instalados. Um desconto 0 < o < 1 é dado aos custos associados as arestas que conectam
concentradores. O problema de localizagdo de concentradores em arvores consiste em selecionar
p nds concentradores conectados através de uma arvore. O custo das arestas que conectam os
nds concentradores recebem um desconto «, i.e. ¢;; X « para todo par i € j selecionado como
concentradores. No segundo nivel de decisdo do problema, deseja-se conectar os outros |N| — p
nds a um unico concentrador de modo que o custo total de rotear todas as demandas W;; seja
minimizado. A solucdo final corresponde a uma arvore geradora de (&, onde os nds concentradores
também formam uma arvore.

O THLP foi introduzido em Contreras et al. (2010). Nesse trabalho, os autores provam
que o problema é NP-dificil e apresentam uma formulacdo linear inteira mista (MILP, do inglés
Mixed Integer Linear Programming formulation ) contendo O(|N|?) varidveis bindrias, O(|N|3)
varidveis continuas e O(|N|3) restricdes. A formulagdo resolve instancias de até 25 nés. Em
Contreras et al. (2009), os autores apresentam um MILP baseado em caminhos entre cada par
de nés, contendo O(|N|?) varidveis bindrias, O(|N|*) varidveis continuas e O(|N|*) restrigdes.
Um algoritmo de relaxacdo Lagrangiana e uma heuristica para o THLP também sdo propostos.
Os resultados computacionais mostram que os gaps obtidos pela relaxagdo Lagrangiana sdo de
no maximo 10% para instancias com até 100 nés. Em S4 et al. (2013), os autores propdem um
excelente algoritmo de decomposi¢do de Benders que resolve instancias com até 100 nds baseado
na formulagado proposta por Contreras ef al. (2009). Uma heuristica baseda em algoritmos genéticos
com chaves aleatérias € apresentado em Pessoa et al. (2012).

Neste trabalho, introduzimos um procedimento para melhorar a resolugao do subproblema
associado a decomposi¢do de Benders proposto por Sé et al. (2013). O restante do trabalho esta
organizado da seguinte forma: na Secdo 2, a formulagdo matemaética proposta por Contreras et al.
(2009) para o THLP ¢ introduzida. Em seguida, na Secdo 3, a decomposi¢do de Benders proposta



em Sa et al. (2013) é descrita e o procedimento proposto neste trabalho € apresentado na Secao 4.
Finalmente, experimentos computacionais e conclusdes sdo fornecidos respectivamente nas Sec¢oes
S5eb6.

2. Formula¢io matematica para o THLP

Uma formulagao linear inteira mista para o THLP foi proposta em Contreras et al. (2009).
As varidveis zpi indicam os nds selecionados para serem concentradores. Neste caso, zpr = 1 e
zrr = 0 em caso contrario. Quando i # k, as varidveis z;; determinam a conexo dos nés clientes
aos nds concentradores. Neste caso, z;z = 1 e z;z = 0 em caso contrdrio. As varidveis yYgm,
(k < m), representam as arestas que conectam dois nés concentradores. Portanto, quando yg,, = 1
existe uma aresta conectando os nds concentradores k € m, 0 caso contrario. As variaveis xfjm
modelam a quantidade de fluxo partindo do né i com destino ao né j que atravessa a aresta (k, m).
As constantes O;, D; e W;; representam respectivamente, o fluxo total que parte do né 7, a demanda
total de fluxo que chega ao né 7 e a demanda de fluxo do né j partindo do né <. O fator de desconto
0 < a <1 é dado aos custos associados as arestas que conectam dois nds concentradores € p € o
nimero de nds concentradores que devera ser selecionado, onde 3 < p < |N| — 1.

A formulacdo é apresentada de (1)-(14), cuja funcdo objetivo (1) minimiza o custo total
do transporte do fluxo entre cada par de nés, satisfazendo todas as demandas. A primeira parte
dessa funcao representa o custo de transporte do fluxo dos nés clientes até os nés concentradores e
eventualmente de um né concentrador até o destino. A segunda parte representa o custo de trans-
porte através dos nds concentradores. Na segunda parte, o custo de cada arco possui um desconto
a. As restricdes (2) garantem que um cliente ¢ poderd ser alocado apenas a nés concentradores
k. As restrigdes (3) estabelecem que cada cliente ¢ serd alocado a apenas um né k. As restricdes
(2) e (3) juntas determinam entdo que cada né cliente ¢ serd alocado a apenas um né concentrador
k. As restricdes (4) e (5) estabelecem que a aresta (k, m) poderd ser utilizada somente se k e m
sdo nds concentradores. A restricdo (6) assegura que p nés concentradores sdo selecionados. A
restricdo (7) garante que os ndés concentradores formam uma arvore. As restricdes (8) representam
a conservacao de fluxo entre cada par de nos ¢, j. As restricdes (9) garantem que o fluxo de ¢ para j
sdo transportados através das arestas (k, m). As restrigdes (7)-(9) estabelecem que os ndés concen-
tradores sdo conectados através de uma drvore. As restricdes (10) e (11) estabelecem que o fluxo
entre cada par de nds ¢ e j circula apenas em nds concentradores. O dominio das varidveis x,y e z
¢ dado nas restri¢oes de (12) - (14).
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3. Algoritmo de decomposicao de Benders para o THLP

A formulacdo apresentada na Secdo 2 € utilizada na decomposicdo de Benders proposta
em Sé et al. (2013). A decomposicio de Benders consiste em manter as varidveis z € y no problema
mestre e as varidveis x no subproblema. Assim o subproblema é formado pela funcdo objetivo (15)
e as restri¢oes (8)-(12).

Z Z Z Z (Ckmvvz‘j + kaWji) X o X xfjm (15)

iEN j ENEEN m €N
j>i m#k

ApOs associar as varidveis Uijm, €ijkm» Sijk € Lijm, respectivamente, as restrigoes (8)-
(11), o dual do subproblema para cada par de nés 7,7 € N com ¢ < j, serd escrito como a fungado
objetivo (16) e as restricdes (17)-(22).
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O problema mestre € entdo formado pela funcio objetivo (23) e as restricdes (2)-(7),
(13), (14) e (24)-(26). As restricdes (24) e (25) sdo, respectivamente, os cortes de otimalidade e
viabilidade adicionados a partir de uma solucdo do dual do subproblema. Nestas restri¢cdes, os
conjuntos I e G sao, respectivamente, o conjunto de cortes de otimalidade e de viabilidade. Um
corte de otimalidade ocorre quando o subproblema possui solucdo 6tima e o corte de viabilidade
ocorre quando o subproblema ¢ ilimitado.
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O algoritmo baseado na decomposicdo de Benders é dividido em duas fases: uma fase
chamada de aquecimento (do inglés warm-start) é apresentada no algoritmo 1 e uma fase denomi-
nada inteira (do inglés integer) é apresentada no algoritmo 2. No algoritmo 1, fase aquecimento, a
variavel LB € o limite inferior do problema e a varidvel h € a quantidade de iteracdes. Na linha 2,
as varidveis so inicializadas. Em seguida, uma solugdo inicial (z°,3°) é gerada na linha 3. O laco
das linhas 4 - 21 € executado cinco vezes. Nas linhas 5, 6 e 7, os seguintes passos sao realizados,
respectivamente: o subproblema com a solucdo (2%, 4%) é resolvido, os cortes de otimalidade do
problema mestre sao adicionados e o problema mestre € entao resolvido. Em seguida, nas linhas 8
e 9 sdo atualizadas, respectivamente, a solugdo do problema mestre nas varidveis z e y, € o valor do
limite inferior fornecido pelo problema mestre. Posteriormente, na linha 10, o subproblema com a
solu¢do atual do problema mestre é resolvido. As linhas 12 e 13 sdo executadas se o subproblema
for ilimitado, caso contrario as linhas 16 e 17 serdo executadas. A linha 12 adiciona os cortes de
viabilidade no problema mestre e a linha 13 encontra o melhor valor de \ para atualizar o ponto
(22,4°). Os cortes de otimalidade sdo adicionados no problema mestre (linha 16). Em seguida, o
valor do pardmetro ) é fixado na linha 17. O ponto inicial (z°,%°) e o niimero de iteracdes sdo
atualizados, respectivamente, nas linhas 19 e 20.

No algoritmo 2, fase inteira, as variaveis LB e U B representam, respectivamente, os va-
lores dos limites inferiores e superiores do problema, a varidvel h contabiliza o niimero de itera¢des
necessdrias para resolver o problema na otimalidade e a varidvel A é o multiplicador para atualizar
o ponto inicial (2%, »°). Na linha 2 deste algoritmo as varidveis sdo inicializadas. Na linha 3 uma
solucdo inicial para as varidveis y e z € retornada pela fase aquecimento. O lago das linhas 4 - 15
¢ executado até que o limite superior seja igual ao limite inferior, caracterizando assim a solugdo
6tima para o THLP. O subproblema considerando a solucio 2" e 1° do problema mestre é obtido
na linha 5. Os cortes de otimalidade sdo adicionados na linha 6. Em seguida, o problema mestre é
resolvido e a solug@o encontrada é retornada, respectivamente, nas linhas 7 e 8. O LB ¢ atualizado
na linha 9. A linha 10 resolve o subproblema utilizando a solucdo atual do problema mestre. Na
linha 11, os cortes de otimalidade no problema mestre sio adicionados e o ponto inicial (z°,°)
¢ atualizado na linha 12. Finalmente, se necessario, o limite superior da solugao € atualizado e o
nimero de iteragdes do algoritmo € incrementado, respectivamente, nas linhas 13 e 14.

4. Algoritmo Eficiente para resolucao do subproblema
O algoritmo proposto para resolver o subproblema da decomposicao de Benders da Secao

3 ¢ apresentado nesta secdo, para 0 caso em que as varidveis z e y sdo inteiras. A idéia geral
do algoritmo consiste em resolver o subproblema primal para encontrar seu valor 6timo e entdo
resolver o dual do subproblema através de um sistema de restricoes.

No THLP, se a solugdo do problema mestre encontra varidveis z e y inteiras, a solugao
forma uma arvore que conecta todos os nés do conjunto N. Portanto, existe um tnico caminho



Algoritmo 1: Fase Aquecimento do algoritmo de decomposi¢do de Benders para o

THLP
1 inicio
2 LB+ 0,h<+0;
3 Encontrar um ponto Magnanti e Wong inicial (z°, 3°) ;
4 enquanto /i < 5 faca
5 Resolver subproblemas com (2, 4°) ;
6 Adicionar os cortes (24) para o problema mestre ;
7 Resolver o problema mestre ;
8 (2", ") < Solugdo do problema mestre ;
9 LB < Valor da solucdo do problema mestre ;
10 Resolver os subproblemas com (2", yh) ;
11 se Subproblema é ilimitado entao
12 Adicionar os cortes (25) no problema mestre ;
13 Encontrar o melhor valor para A ;
14 fim
15 senao
16 Adicionar os cortes (24) no problema mestre ;
17 A 0.5;
18 fim
19 =0,y < (- 0E0 ¥ +AE" Y s
20 h<h+1;
21 fim
22 fin

Algoritmo 2: Fase Inteira do algoritmo de decomposi¢do de Benders para o THLP

e 0 N NN R W N -

e v o e
A T AW N =D

inicio

fin

UB 00, LB+ 0,h + 0, A<« 0.5

(2%, %) < solucdo retornada pela fase aquecimento
enquanto UB # LB faca

Resolver subproblemas com (20, yo)
Adicionar os cortes (24) no problema mestre
Resolver o problema mestre

(2", y™) < Solugdo do problema mestre

LB < valor da solu¢do do problema mestre
Resolver subproblemas com (2", y")
Adicionar o corte (24) no problema mestre
%,y < (- 0G50 + AE", Y™
Atualizar UB, se necessario

h«<h+1

fim




para cada par de nés ¢, 7 € N. Quando esses caminhos sdo conhecidos, os valores das varidveis x
podem ser obtidos por inspecdo. Os caminhos entre cada par de nés 7, j € N podem ser encontrados
executando um algoritmo de busca em profundidade em grafo partindo de cadané ¢ € N e assim é
possivel obter o valor da funcio objetivo do subproblema primal.

Em Cormen et al. (2001) é mostrado que um sistema de restricdes de diferencas pode
ser resolvido por um algoritmo de caminho mais curto de fonte tinica, como por exemplo Dijkstra
e Bellman-Ford. Um sistema de restrigdes de diferencas € formado por vdrias restricdes, onde
cada restri¢do é composta por exatamente duas varidveis: uma com o sinal positivo e a outra com
sinal negativo. Se no dual do subproblema aparecer apenas as varidveis u, esse problema pode ser
classificado como um sistema de restricdo de diferencgas e podera ser resolvido por um algoritmo
polinomial.

Se os valores das varidveis z e y sdo inteiros, as restricdes (10) e (11) do primal do
subproblema sdo redundantes e podem ser retiradas do modelo. Assim, as varidveis duais associadas
s e t também podem ser retiradas do problema dual. O dual do subproblema passa a ser composto
das varidveis u e e. Na funcdo objetivo do dual do subproblema, sé aparecem duas varidveis u, uma
com sinal positivo e outra com sinal negativo. Entdo a func¢do objetivo serd modelada no sistema
de restri¢des, onde o lado direito da restri¢do € o valor da func¢ao objetivo obtida pela solugdo por
inspecdo do primal do subproblema. As demais restrigdes do sistema de restri¢do sdo as restri¢des
do problema dual, associadas as varidveis primais y quando essas varidveis sdo iguais a 1, sem
considerar as varidveis e. Deste modo, apds resolver o sistema de restricdes e obter o valor das
variaveis u, as variaveis e podem ser obtidas da seguinte forma: as variaveis e que aparecem na
funcdo objetivo do dual do subproblema serdo iguais a 0, pois elas aparecem com sinal negativo e o
problema é de maximizagdo. As demais variaveis e sao iguais a 0 ou a diferenca entre as variaveis
u e o lado direito das restri¢des do dual.

O algoritmo proposto neste trabalho consiste em resolver o subproblema primal com o
algoritmo de busca em largura, montar o sistema de restricdo e resolvé-lo com o algoritmo de
Bellman-Ford para encontrar os valores das varidveis duais u. Em seguida, os valores das varidveis
duais e sdo atribuidos.

5. Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram executados em uma maquina Intel Xeon E5405
com 2.00 GHz de clock e 16 GB de memdéria RAM, com o sistema operacional Linux. O algo-
ritmo de Benders proposto em Sa et al. (2013), chamado aqui de Benders (V1), e o algoritmo
proposto na Secdo 4, identificado aqui por Benders (V2), foram codificados utilizando a linguagem
de programacdo C++. Estes algoritmos interagem com o CPLEX na versao 12.5 para resolver os
problemas de programacao linear inteira mista. Um conjunto de instancias conhecido como AP (do
inglés Australian Post) é utilizado nos experimentos computacionais e € descrita abaixo.

As instincias AP sdo uma abstrag¢do do servigo de correio da Austrdlia em algumas cida-
des e foram utilizadas primeiro em Ernst e Krishnamoorthy (1996). Essas instincias sdo utilizadas
na literatura para problemas similares ao problema de localizacdo de concentradores e sdo definidas
em um grafo completo e direcionado, onde existe um custo c¢;; € R para cada par denési,j € N
e uma demanda W;; do n6 de origem 7 para o n6 de destino j. Neste trabalho, utiliza-se as instacias
AP de 50 nés, variando a quantidade p de nds concentradores em 3, 5, 8 e o valor o de desconto
dos custos nas arestas que conectam nds concentradores pertencem ao conjunto {0.2,0.5}.

Avaliou-se no experimento, o impacto do algoritmo proposto para resolver os subpro-
blemas da decomposicdo de Benders quando as varidveis z e y sdo inteiras. Os algoritmos Ben-
ders (V1) e Benders (V2) foram executados em instancias AP de 50 n6s, com um limite de tempo
de execucdo igual a 86400 segundos (24 horas). Os resultados deste experimento sdo mostrados na
Tabela 1. Apenas as informagdes da segunda fase de cada algoritmo sdo apresentadas nesta tabela
pois a fase aquecimento € idéntica para os dois algoritmos. A quantidade p de concentradores e o
fator de desconto « sdo dados, respectivamente, nas colunas 1 e 2. As colunas 3, 4, 5, 6 ¢ 7 sdo



referentes ao algoritmo Benders (V1). A coluna 3 € o gap da solucao retornada pelo algoritmo, cal-
culado por (UB - LB) / UB, onde UB e LB sdo respectivamente o limite superior e o limite inferior
da solucdo. A coluna 4 € o nimero de iteragdes que o algoritmo executou. As colunas 5 e 6 sdo
0s tempos totais gastos em segundos para resolver, respectivamente, o problema mestre e o subpro-
blema. A coluna 7 apresenta a razdo entre o tempo total para resolver o subproblema e o nimero
de iteracOes. As colunas 8, 9, 10, 11 e 12 representam estas mesmas informagdes para o algoritmo
Benders (V2). A coluna 13 indica a razdo entre: (i) a diferenca entre o tempo de resolugao dos
subproblemas do Benders (V1) e o tempo de resolug@o dos subproblemas do Benders (V2) e (ii) o
tempo de resolugdo dos subproblemas em Benders (V1).

Benders (V1) Benders (V2)

P « gap Iter. MP(s) SP(s)  SP/Iter. gap Iter. MP(s) SP(s) SP/Iter. | %

3 021 0.00 1 17.18 579.38  579.38 | 0.00 1 17.17 41197 41197 | 28.89
3 05 0.00 2 1511.00 1173.55 586.78 | 0.00 2 1625.34  850.64  425.32 | 27.52
3 0.8 0.00 2 677770 1173.45  586.72 | 0.00 2 7180.10 846.16  423.08 | 27.89
5 0.2 0.00 2 12446 1173.33  586.66 | 0.00 2 118.73 847.93 42396 | 27.73
5 05| 0.00 2 18136.76  1187.93  593.97 | 0.00 2 18705.20 897.95 44898 | 24.41
5 08 0.02 2 92870.56 117596  587.98 | 0.02 2 17177420 844.74  422.37 | 28.16

Tabela 1: Comparacgdo entre Benders (V1) e Benders (V2).

Os resultados computacionais indicam que para todas as instancias de testes, o algoritmo
Benders (V2) permitiu reduzir significativamente os tempos computacionais para resolver os sub-
problemas, como mostrado na ultima coluna da Tabela 1. Esses resultados preliminares sdao pro-
missores e permitirdo realizar pesquisas futuras para melhorar ainda mais a qualidade das solugdes
produzidas.

6. Conclusao

Neste trabalho, o problema de localizagdo de concentradores em arvores (THLP) € in-
vestigado. O THLP consiste em encontrar p nds concentradores, alocar os |N| — p nés clientes,
satisfazendo todas as demandas de fluxo, de forma que o custo total de rotear os fluxos sejam mini-
mizados. Foi proposto um algoritmo para acelerar a resolugdo dos subproblemas na decomposicao
de Benders. Os resultados computacionais mostraram que o algoritmo proposto reduziu o tempo de
execucdo de resolucdo dos subproblemas em até 28%.

Os resultados preliminares obtidos s@o interessantes e abrem perspectivas para pesquisas
futuras afim de melhorar a qualidade das solu¢des produzidas, tais como insercao de cortes, inclusao
de outros procedimentos de aceleracdo, etc.
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